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Capitolo 1

Spazi, Disegni e Strategie
Campionarie

Si introduce il concetto di popolazione finita.
Definizione 1 (Popolazione finita Py )
1. Py = {1} & una popolazione finita;
2. per ogni M € N\ {0} se Py € una popolazione finita, allora
Prry1 =Py U{M + 1}
e una popolazione finita;
3. le uniche popolazioni finite sono quelle formate sulla base delle clausole 1 e 2.

Esempio 1 Per M =4, si ha
Py =1{1,2,3,4}.

Spazi e disegni di campionamento costituiscono strumenti utili nello studio della varia-
bilita statisticamente derivante dal non aver osservato in modo esaustivo un dato fenomeno
su una popolazione Pjy:

Definizione 2 (Spazio campionario Sp,,) Sia Py una popolazione finita, e, per ogni
n € Py, sia S, la classe dei sottoinsiemi di Py aventi cardinalita pari a n. Per spazio
campionario su Py st intendera la classe

Spu = |J S

nEPur

Per campione s in Py si intendera ogni elemento s € Sp,,.
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2 CAPITOLO 1. SPAZI, DISEGNI E STRATEGIE CAMPIONARIE

Esempio 2 Per M =3, si ha

SPM = {{1} ) {2} ) {3} ) {17 2} ) {17 3} ’ {27 3} 77)3} .

Definizione 3 (Disegno campionario p) Sia Sp,, uno spazio di campionamento. Una
funzione p : Sp,, — [0, +00[ & un disegno campionario su Sp,, se e solo se risulta

Z p(s) =1.

SES’/DJM

Un disegno p si dira intenzionale se e solo se
ds € Sp,, : p(s) = 1.

Un disegno p puo quindi essere interpretato come la funzione di probabilita di una
variabile casuale S a valori in Sp,,.

Esempio 3 Si consideri la sequente funzione p : Sp, — [0, +o0|:

s€sp, {1} {2} {3} {12} {1.3} {2,3} Pa
p(s) 0 0 1/4 1/3 5/12 0

FEssa ¢ un disegno, perché 1/4+1/3+5/12 = 1.
Definizione 4 (Probabilita d’inclusione I) Per i € Py, si definiscano gli insiemi
A ={s€ Sp, i €s}.

La probabilita m; di inclusione del primo ordine dell’unita i — esima ¢ definita come

seque:
T = ZseAip(S) :

Esempio 4 (Continua l’esempio @ L’unita 2 ¢ inclusa nei sequenti elementi (cam-
pioni) dello spazio campionario Sp, :

A2 = {{2} ) {172} ’ {273} 77)3}

La probabilita d’inclusione di ordine 1 per l'unita 2 é quindi

m = p({2})+p({1,2}) +p({2,3}) +p(Ps)

1
= 0+§—|—0+0
B 1
= 3

Lunita 1 & inclusa nei sequenti elementi (campioni) dello spazio campionario Sp,

Ay ={{1},{1,2},{1,3},Ps}.



La probabilita d’inclusione di ordine 1 per l'unita 1 é quindi

mo= p({1}) +p({L2}) +p({1,3}) +p(Ps)

1 5

= — 4+ =40
0+3+m+

9

127

Per ogni i € Py, si definisca ora la funzione 0; : Sp,, — {0, 1} come segue:

1 sei € s,

altrimenti.

La funzione d; prende il nome di funzione indicatrice dell’unita i-esima, grazie alla quale
si puo definire la variabile casuale

e si ha

= Ty, BP0

= Ep [AZ] .

Definizione 5 (Cardinalita campionaria) Dato il campione casuale S, si definisce
come cardinalita campionaria la variabile

SI=3_, 6:(5).

La cardinalita attesa ¢

EJS = Y D di(s)p(s)

sESP,, 1€PM

= > ) ps)

1EPN SEA;

- Y

1€P

Inoltre, se il disegno campionario p ammette I'estrazione solo di campioni aventi una data
cardinalita n € Py, ovvero se

Vs € Sp, 1 |s| #n=p(s) =0,
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allora

E,(IS[1= ) Islp(s) = n,

SESH

perché ) ¢ p(s) =1e |s| =n quando s € S,.

Definizione 6 (Probabilita d’inclusione II) Peri,j € Py, si definiscano gli insiemi

Ai,j = {S S S’pM : {Z,j} - S} .

La probabilita m; ; di inclusione del secondo ordine delle unita {i,j} ¢é definita come

seque:
Tij = ZseAm p(s).

Esempio 5 (Continua l’esempio @ Le unita 1,3 sono incluse nei sequenti elementi
(campioni) dello spazio campionario Sp,, :

A5 ={{1,3},Ps}

La loro probabilita dinclusione di ordine 2 é quindi

ma = p({1,3}) +p(Ps)

5
= — 40
2"

2
12

Per ogni i, j € Py, si definisca ora la funzione 0, ; : Sp,, — {0, 1} come segue:

s ={ Sl

0 altrimenti.

La funzione ¢, ; ¢ detta funzione indicatrice della coppia di unita i e j e
si ha

Definita la variabile

risulta inoltre



Associando ad ogni elemento di Py, un numero reale Y;, i = 1,..., N, si ottiene la
funzione Y come segue:

alla quale si fa riferimento parlando di fenomeno su P,;. Dato il campione s, sia Dy la
funzione definita su s e a valori in R tale che

i€s— Dy(i) =Y.
Per definizione, D, ¢ quindi l'insieme delle coppie (i, Y;) per ¢ € s:

Dy ={(1,Y;) :i € s}.
Ci si riferisce a D, come all’insieme dei dati statistici relativi al campione s.
Esempio 6 (Continua l’esempio @ Posto

l

1 2 3
Y, 5 7T 5

risultano, ad esempio,

Dyy = {(1,5)},
D{1,3} = {(17 5) ) (37 5>}

D{1,2,3} = {(1’ 5) ) (27 7) ) (37 5)} :

Definizione 7 (Statistica campionaria) SiaY un fenomeno su Py e sia D ['insieme
dei possibili dati statistici disponibili:

D={Ds:s€ Sp,}.
Data una funzione reale t definita su D:

D, € Dw—t(Dy) €R,

si definisce statistica campionaria la variabile casuale
T =t(Dg).

Si noti che i valori assunti da una statistica 7" dipendono dal campione osservato. Di con-
seguenza, t (Dg) dipende dalla funzione di probabilita p, il disegno campionario applicato.

Esempio 7 La variabile T = t(Dg) = >, ¢ Y; € una statistica.
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Una statistica rispondente alla definizione [7] ¢ destinata a fungere da stimatore di
quantita deterministiche dipendenti da Y, note come parametri della popolazione,
delle quali sono esempi la variabile media della popolazione ¥ = M~! ZEPM Y;, o la
variabile max(Y’) = sup;cp, . Y.

Definizione 8 (Distribuzione di una statistica campionaria) Per un fissato piano
di campionamento p (s), la distribuzione campionaria dello stimatore T =t (Dg) é definita
dalla seguente funzione di probabilita pr. Sia Cr [insieme di tutti © possibili valori che T
puo assumere presso i vari campioni. Per x € Cp, si definisca l'insieme

A, ={se€ Sp, :t(Ds) =x}.

Allora
pr(x) =Pr{T =z} = ZseAx p(s).

Esempio 8 (Continua l’esempio @ St vuole la distribuzione campionaria di T =
t(Ds) = ) ,cqYi- I walori che T puo assumere presso i relativi campioni sono dati come
seque:

s D, t (D)
{1} {(1,5)} 5
{2} {(2,7)} 7
{3} {(3,5)} 5
(L2} {L5.@7} 12
{13 {(1,5),(3,5)} 10
2.3 {27,065} 12

PS {(175)7(2’7)7(375)} 17

Al singolo valore di T (si ha Cr = {5,7,10,12,17}) va associata una probabilita pari
alla somma delle probabilita dei campioni in corrispondenza dei quali tale valore viene
generato:

x A, Pr{T =z}

5 {{1}.{3}} 0+1/4
7 {{2}} 0
10 {{1,3}} 5/12
12 {{1,2}, {231} 1/3+0
17 {{1,2,3}} 0
In conclusione, gli strumenti con cui raccogliere informazioni su un fenomeno Y presso

una popolazione Pj; sono sostanzialmente due: un disegno di campionamento e una
statistica. Cio giustifica la seguente:

Definizione 9 (Strategia campionaria per Y su Py) Sia Y un fenomeno su Pyy.
Una strategia per Y su Py € una qualunque coppia (p,T), con p disegno campionario su
Sp,, e T statistica per'Y .

La realizzazione di una indagine richiede, quindi, la scelta di una strategia.



Capitolo 2

Campionamento casuale semplice

2.1 Conteggio di sottoinsiemi di una popolazione fi-
nita

Si cosideri S, = {s € Sp,, : |s| = n}. Si vuole calcolare |S,,|: quanti sono i sottoinsiemi di

cardinalita n di un insieme di cardinalita M?

Cardinalita di un prodotto cartesiano

Siano Aj, ..., Ay insiemi di cardinalita finita |A;|. Il loro prodotto cartesiano ¢ definito
come segue:

x A ={(ar,...,ax) :Yie{l,....;k}:a; € A;}.

ie{1,...,k}

Ennuple ordinate di elementi distinti di una popolazione finita

Il prodotto cartesiano della popolazione P,; moltiplicata per se stessa n volte ha dunque
cardinalita pari a M™. Il prodotto ha per elementi tutte le ennuple ordinate (vettori)
(a1, ...,a,) chesipossono formare scegliendo per a; una qualunque unita nella popolazione
Prr- Questo significa che, all’interno di una ennupla, la stessa unita puo ripetersi ed essere
quindi presente in pitt di una delle n posizioni disponibili. Quale sarebbe il numero delle
ennuple se si imponesse che ogni unita non puo occupare piu di una posizione in una data
ennupla?

Anche I'insieme delle ennuple ordinate di elementi distinti puo essere interpretato come
un prodotto cartesiano tra n insiemi: l’i-esimo insieme, sia A;, sara la collezione delle
possibili scelte da Py, per 1'i-esima componente della ennupla, avendo cura che le unita
selezionate siano distinte tra loro. La prima volta (¢ = 1) posso scegliere su tutto Pp;:
A; = Py avente cardinalita M. La seconda volta (i = 2) da P\ {a1}, con cardinalita

7



8 CAPITOLO 2. CAMPIONAMENTO CASUALE SEMPLICE

M — 1. La terza volta (i = 3) da Py\ {ai1, a2}, con cardinalita M — 2. L’n-esima volta
da Py\ {a1,...,an_1}, un insieme avente cardinalita M — (n — 1). In generale si hanno

MM —=1)(M=2)---(M—(n-2))(M—(n-1))

n—ple ordinate di elementi distinti da Py,.
Tale numero si puo esprimere come

M!
(M —n)!
dove n! =n(n—1)---(2)(1). Infatti
M! _ MM-1)-(M-(n-1)(M-n)---(1)
(M —n)! (M =n)---(1)
= M(M-1)---(M—(n-1)).

Sottoinsiemi di ampiezza n

Un sottoinsieme di ampiezza n dalla popolazione P,; ¢ un campione di n unita disposte
senza alcun ordine particolare.
Sia ora s € S,,. Quante n—ple ordinate posso ottenere da s ?

Esattamente

n!
=nl.

(n—mn)!
La collezione di tutte le n—ple di elementi distinti da P, sono invece

M!
(M —n)!’

Quindi, se |S,| & il numero di sottoinsiemi di ampiezza n, deve risultare

M!
| =
Sl b= 3
da cui
M!
S, =
15l n! (M —n)!

numero di combinazioni di M elementi presi a n a n.
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2.2 Disegno casuale semplice di ampiezza data

Data una popolazione P,,, esistono M disegni casuali semplici senza ripetizione, uno per
ogni n € Py, ciascuno di essi rende equiprobabili i campioni di ampiezza n ed assegna ai
rimanenti probabilita zero:

1
i~ ses€ES,

pC’M’n(S>:{ ) se s ¢S,

O3

Esempio 9 Per Py = {1,2,3,4}, si consideri pcas. I campioni di ampiezza 3 da Py

sono (§)=(4,4—3f),3!=4:

(1,2,3},{1,2,4},{2,3,4} , {1,3,4} .
Si ha
Pcas ({]—) 27 3}) = Pcag3s ({]—7 27 4})

= Pcas ({27 37 4})

= pC',4,3 ({1a 37 4})
1

4
Per tutti gli altri elementi s di Sp,, ad esempio per {1,3}, {1}, {3,4}, si hapcas(s) = 0.

2.2.1 Probabilita di inclusione

e Primo ordine - generica unita ¢ € Py :
T, = E C.M S
! sE{sGSpM:’L'Es}p ’ ,n( )
— Ma, se s ¢ Sy, P (8) =0, cost possiamo limitare la somma agli s in S, :
T = g s
! se{s€Spi€s} Po.Mn ( )

— Inoltre, se s € Sy, pomn (s) = (]\f)_l, quindi

M —1
T = <n> ZSG{SGSn:iGS} 1

— Bisogna quindi contare i campioni di ampiezza n che includono i:

* Si costruiscano tutti i campioni di n — 1 unita da Py, che non contengono

7 : essl sono in numero di
M-1
n—1
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x Se ad ognuno di tali campioni aggiungiamo 'unita i — esima, otteniamo
tutti i campioni di ampiezza n che contengono 1.

— QUINDI:
M\
i = (n) ZSE{SESn:iEs} 1

M\ L

= Sy, i

(n) {s € i€ s}
_ GO
()
oVVero
(M —1)! n! (M —n)!
T, =

e Secondo ordine - generica coppia (i,j) € Py X Py, con @ # j. Si ha
Tij = ZSE{SESPM:ZES,]'ES} Po.Mn (S)
— Ma, se s ¢ Sy, pen (8) =0, cost possiamo limitare la somma agli s in S, :

T, = E S
! se{seSn:i€s,j€Es} PC.Mn ( )

— Inoltre, se s € Sy, poarn (s) = (Af)fl, quindi

M -1
e <n> Zse{sesn:ies,jés} !

— Bisogna quindi contare i campioni di ampiezza n che includono sia 7 sia j:

* Si costruiscano tutti i campioni di n — 2 unita da Py, che non contengono
né ¢ né j: essi sono in numero di

M —2
n—2
x Se ad ognuno di tali campioni aggiungiamo le unita ¢ e j, otteniamo tutti
i campioni di ampiezza n che contengono i e j.
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— QUINDI:
M
ﬂ-ivj = ( n ) ZSG{SESn:iES’jGS} 1
M\ L
_ <n {s€ S, iesjes)
M—2
o (n—2)
G
OVVero
(M —=2)!  nl(M—n)
71'2',] —

11
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Capitolo 3

Statistiche di Horvitz-Thompson

3.1 Stimatore del totale di una popolazione

Definizione 10 Sia P,; una popolazione finita sulla quale é rilevabile un fenomeno Y e
p un disegno di campionamento su Pyr. Per i € Py sta m; la probabilita di inclusione
dell’unita i-esima secondo il piano p. Si definisce stimatore di Horvitz- Thompson
per il totale di 'Y la sequente statistica

= Y;
YTotal,HT (S) == Z ;

ies
Esempio 10 Per s = {2,1} da Ps nell’esempio[6, si ha D (s) = {(2,5),(1,7)}, da cui

- Y,
Vi nr ({2.13) = > —
ie{2,1} "
%%
9 T
7 5

= — 4 —
Uy US!

Se si applica un piano casuale semplice (di ampiezza 2) risulta, per ogni i,

2

T, =

n
M
cos?

~ 3
Yrota,ur ({2,1}) = 5 (7+5)
= 18.

Teorema 1 Sia Py; una popolazione finita sulla quale é rilevabile un fenomeno Y e p un
disegno di campionamento su Pyy. Peri,j € Py siano m; la probabilita di inclusione del

13



14 CAPITOLO 3. STATISTICHE DI HORVITZ-THOMPSON

primo ordine dell’unita i-esima e m; ; quella di secondo ordine per la coppia (i,j) secondo
il prano p. Vale allora la sequente proprieta di correttezza:

Ep |:}/}Total,HTi| - Z Y;

1€Pr

Inoltre,

Vary [?Totaz,m] = Z ! ;me + Z Z (77:_7;] — 1) YiY;.

i€Pp i€Pn jEPM\{i}

Dimostrazione. Dimostriamo la correttezza. Possiamo esprimere Yrpuq, pr come
segue:

> Z Y;
YTotal,HT (S) - 7_(__51 (S) )
1€Pp v
Yrotar, € quindi una combinazione lineare delle variabili casuali Aq,..., A/ i cui coef-
ficienti sono dati da %, . .,%. Il suo valore atteso rispetto a p e quindi pari alla

combinazione lineare dei valori attesi delle d; :

Y;
> A

i€EPp t

Ep [?Total,HTi| = Ep

da cui, ricordando che

m= 3 5,(s)p(s) = B, (A,

SESPA/[
si ha

= Y;
Ep |:YTotal,HT] = E — T

. Uy

1€Pp
= E Y.

1€Pr

Calcoliamo la varianza di Y7y gr. A tal fine utilizziamo ancora ’espressione prece-
dente per lo stimatore

. 5 ¥
YTotal,HT (S) = ;51 (S) .
i€Py "
La varianza di una combinazione lineare Z di X7,..., X, variabili casuali aventi coeffi-

cienti ¢, ..., cum,

M
Z = Z CiXia
i=1
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si ottiene come segue:

M M M
Var|Z] = Z cVar [ X;] + Z Z cic;Cov [ X;, Xj] .
i=1 i=1 j=1
J#i
Nel nostro caso:
Y;
G = —,
Ur
Xi = Aia
Z = YTotal,HT-
Rimangono quindi da calcolare varianze e covarianze delle variabili Ay, ..., Ay, La va-

riabile A; segue una distribuzione di Bernoulli B (p) di parametro p = 7;, la cui varianza
e

Var[A;] = m(1—m).
Qual ¢ la covarianza tra A; e A;? Ricordiamo che
Cowl|X,Z|=FE[XZ]| - FE[X|E|Z].

Nel nostro caso,

Sappiamo inoltre che risultano le identita

B, [AAj] = i
e
Ep [Az] = ;.
Cost,
Cov, [Ai, Al = E,[AiA] — B, [A] By [Aj]

= 7Ti,j — 7Ti7Tj.
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Quindi, in conclusione,

A Y,
Var, [YTOW,HT} = Var, Z ;Ai

(2

1€Pr
v v Y,
= Z ﬁVCLTp [Az] + Z Z ﬂ_—zﬂ_—jOOUp [Az, A]]
i€Py b €PN JEPM
J#i
s YY)
— Z ?Tf'i (1 - 7Ti) + Z Z ;Zﬂ'_j (Wi,j - 7'('1‘71']')
i€PA ¢ i€Pr JEPM
J#i
= ty?2 Yo 1)YY;
Y Y (2 )y
1€Pr 1€Pr ]E_PM

J#

3.2 Stimatore della media di una popolazione

La media del fenomeno Y nella popolazione Pj; puo essere stimata a partire dallo stima-
tore Horvitz-Thompson del totale, essendo i due parametri legati dalla relazione

YTotal =M (YMean) ) YTotal = Z Y;
1€EPy
Basta definire il seguente stimatore per il parametro media:

1 ~

?Mean,HT (S) = MYTotal,HT (S) .

Essendo Y7ia,mr corretto per il totale, Yajeqn mr risultera corretto per la corrispondente
media. Per la varianza, invece, vale la relazione:

~ 1 N
VC”"p |:YMean,HTi| = WVCW’ P |:YTotal,HTi| .



Capitolo 4

Materiali per ’esame

4.1 Esercitazioni

Esercizio 4.1.1 E data la popolazione finita P3. Sul corrispondente spazio campionario
¢ definito il sequente piano di campionamento:

% se s ={1,2}
1 se s ={1,3}
! )
p(s) 5 ses=1{2,3}
0 altrimenti

Determinare quanto seque.

1.

Le probabilita d’inclusione del primo ordine.
La varianza della variable As.

Le probabilita d’inclusione del secondo ordine.
La covarianza tra le variabili Ay e As.

E stato estratto il campione s = {2,3} e si & rilevato Dy = {(2,17) ,(3,8)}. Stimare
con la statistica di Horvitz-Thompson il totale di Y su Ps.

E stato estratto il campione s = {1,3} e si ¢ rilevato Dy = {(1,6),(3,12)}. Sapendo
che il valore atteso della statistica di Horvitz-Thompson per il totale di Y € pari a
50, determinare Y.

Esercizio 4.1.2 E’ data la popolazione finita Ps. Sul corrispondente spazio campionario
e definito un piano di campionamento casuale semplice di ampiezza 3.
Determinare quanto seque.

1.

Le probabilita m 4 e 7 7.

17
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Il valore atteso della variabile Agg;
La varianza della variabile As.
La correlazione tra le variabili Ay e As.

E stato estratto il campione s = {4,6,8} e si ¢ rilevato D, = {(4,10), (6,20), (8,15)}.
Stimare con la statistica di Horvitz-Thompson il totale di Y su Pg.
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Esercizio 4.1.3 E’data la popolazione finita Py. Sul corrispondente spazio campionario €
definito un piano di campionamento p, rispetto al quale risultano noti i sequenti momenti:

COU[Ag, A5] = —1/167 VCLT[A:),] = 3/16, E[Ag,] = 1/4
Determinare quanto seque.

1. La probabilita .
2. La probabilita w3 sapendo che w3 > 1/2.

3. 1l valore atteso della variabile Ag 5.

Esercizio 4.1.4 E’ data la popolazione finita Poy. Sul corrispondente spazio campionario
¢ definito un piano di campionamento p. Rispetto a p, delle variabili X = 3A; + 1 e
Y = —4A1; — 5 sono noti i sequenti momenti:

Cov[X,Y] = —2/9, E[X] =2, E[Y]=—6.

Determinare quanto seque.
1. Le probabilita 77, w1 € m71;1.

Esercizio 4.1.5 E’ data la popolazione finita Py. Sul corrispondente spazio campionario
¢ definito un piano di campionamento p, rispetto al quale sono noti i sequenti momenti:

Corr[Ay, As] = —1/6, E[A] =4/25, E[As] =1/5.

Determinare quanto seque.
1. Il valore atteso della variabile Ay 3.

Esercizio 4.1.6 E’ data la popolazione finita Py, con M > 1. Sul corrispondente spazio
campionario ¢ definito un piano di campionamento casuale semplice pc iy, con n < M,
rispetto al quale sono note le sequenti probabilita di inclusione:

Vi,j € Py i =2/9, sei#j.

Vi€ Py :m=1/2.

Determinare quanto seque.

1. T walori di M e din.
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